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Para la elaboracion de Modelos Digitales de Elevacion (MDE) es necesario
recurrir al procedimiento de interpolacién de datos.

Su finalidad es, disponer de informacion en puntos del espacio en los cuales la
variable en estudio no ha sido maestreada. Ademas de la variedad de procedimientos,
el investigador debe conocer las ventajas y desventajas de los mismos para poder
discernir el mas adecuado en su caso.

Teniendo en cuenta la evolucion que dichos métodos vienen teniendo, se
presenta un estudio para la construccion de un Modelo Digital de Elevacion en base al
interpolador kriging con ventanas moviles y variogramas locales.

La técnica geoestadistica es usada como herramienta de andlisis espacial e
interpolacion desde hace ya tiempo, pero el desarrollo de las matematicas y
estadistica, asi como los software de apoyo, particularmente el software libre, han
puesto al alcance de todo investigador métodos muy potentes que es importante
conocer.

Por este motivo se presenta un estudio para elaboracion de un MDE de la cota
de terreno, apoyado en la técnica antes mencionada.

1 INTRODUCCCION

La construccion de un MDE facilita la generacion de mapas representativos de la
variacién espacial de valores de cota Z.

Para ello, se procede al calculo de valores Z en puntos del espacio ho muestreados,
en razon de costos o imposibilidad de obtener el dato y trabajando a partir de una
muestra con métodos de interpolacion.

El objetivo es lograr un modelo de la superficie real lo méas parecido a ella, lo cual sélo
se consigue obteniendo valores interpolados que sean cercanos a los reales. Cuan
cercanos y como se mide esta cercania se vera en los parrafos siguientes.

2 METODOS DE INTERPOLACION

Los métodos de interpolacion son muchos y su clasificacion atiende a diversos
aspectos. Para este trabajo son importantes basicamente los clasificados en
deterministicos y estocéasticos, exactos e inexactos y globales y locales.



2.1 Deterministicos y estocasticos

Deterministicos: las predicciones se realizan en base a formulas mateméticas
que incorporan la distancia como factor de ponderacién, dando mas peso a los datos
préximos al punto de prediccion.

Estocasticos: las predicciones se realizan en base a probabilidades
obteniendo modelos mas probables. Ejemplo: interpolacion kriging.

2.2 Métodos exactos e inexactos

Inexactos: la prediccion en los puntos muestreados no coincide con el dato
real.

Exactos: las predicciones en los puntos muestreados coinciden con el dato
real.

2.3 Globales y locales

Globales: usan todos los datos de la muestra para realizar las predicciones (la
funcion de interpolacion es Unica para toda la zona de estudio).

Locales: realizan las predicciones bajo el concepto de vecindad, es decir, un
subconjunto de los datos més préximo al punto de interpolacion (la funcion de
interpolacion se ajusta a la vecindad considerada).

3 METODOS DE ANALISIS ESPACIAL GLOBALES Y LOCALES

Cuando se habla de métodos globales o estadisticas globales, hacemos
referencia a estadisticas basadas en promedios o valores medios que llamamos
observaciones globales y que se suponen que representan el fendmeno en estudio
(variable espacial) en toda la region. Por tanto, inducen a creer que la variable puede
representarse en toda la regién con un solo valor. Por su parte, las observaciones en
base a las cuales se calculan los promedios son las observaciones locales y nos
permiten conocer el comportamiento de la variable en distintas zonas de la region.

Cuando la variacion en las informaciones locales es pequefia, las
informaciones globales pueden ser validas para zonas reducidas (si las medidas
pluviales son muy parecidas en una region, el promedio puede ser una buena
aproximacion de la medida en una sub zona), pero a medida que la variabilidad de los
valores locales aumenta, la confiabilidad de las observaciones globales como
representativas de zonas pequefias disminuye.

Los datos no espaciales se diferencian de los espaciales, en que los primeros
s6lo contienen informacién de atributos (produccibn media de las empresas por
namero de empleados) mientras que los segundos contienen ademas, informacion de
localizacién (produccién media de las empresas por humero se empleados segun
region). Por tanto los métodos locales de analisis espacial, deben resolver el problema
de la variacion local, en el espacio de los atributos y en el espacio geografico.



4 DEPENDENCIA ESPACIAL, AUTOCORRELACION ESPACIAL Y
HETEROGENEIDAD ESPACIAL

Los MDE modelan variables espaciales que tienen caracteristicas particulares
como la dependencia espacial, la autocorrelacion epacial y la heterogeneidad espacial.
Estas propiedades deben ser tenidas en cuenta cuando se modela en el espacio una
variable ya que ellas afectan y condicionan la estructura de variaciébn haciéndola
inestable.

3.1 La dependencia espacial, responde a la primera ley de la geografia de
Tobler: datos préximos son mas parecidos que datos alejados, que se expresa
matematicamente como y; = f(y;)

3.2 La autocorrelaciéon espacial nos indica el grado o nivel de similitud entre
observaciones realizadas en distintas localizaciones. En un mapa, nos indica en forma
general la similitud o disimilitud de los datos.

3.3 Por su parte, la heterogeneidad espacial responde al hecho de que las
relaciones en el espacio entre datos en distintas localizaciones de una misma
variables no son constantes.

5 EL ANALISIS ESPACIAL Y LA TEORIA DE LAS VARIABLES
REGIONALIZADAS

La estadistica clasica no provee herramientas apropiadas para solucionar los
problemas derivados de algunas de las caracteristicas de las variables espaciales
anotadas, por lo que se han desarrollado basicamente dos abordajes del problema: la
econometria espacial y la geoestadistica.

La econometria espacial es de gran uso en la economia regional y urbana,
ocupandose basicamente del efecto que produce la dimension geogréfica en los datos
estadisticos y particularmente en los modelos econométricos.

La geoestadistica tuvo su inicio de aplicaciébn en los fenédmenos naturales
(reservas mineras) pero se ha extendido a multiples ambitos incluidas las disciplinas
sociales. Se basa en la Teoria de las Variables Regionalizadas (TVR) cuya
herramienta de analisis de mayor uso es la funcion semivariograma y su meétodo de
prediccion el kriging.

En este trabajo se hace referencia solo al enfoque geoestadistico.
5.1 TEORIA DE LAS VARIABLES REGIONALIZADAS (VR)

La geoestadistica es una herramienta de analisis de datos espaciales basado
en la descripcién de la estructura de autocorrelacion de los datos y su continuidad
espacial (ley de Tobler).

Toda variable espacial que presente estructura de correlacién es una variable
regionalizada y su estudio se realiza desde un enfoque probabilistico en el campo de
las funciones aleatorias 0 procesos estocasticos.



5.2 FUNCION ALEATORIA O PROCESO ESTOCASTICO

El enfoque probabilistico de la geoestadistica supone que en cada punto X;
muestreado, tenemos un dato de una variable aleatoria Z(x;) con su correspondientes
momentos de media y varianza ademas de su funcion de distribucién acumulada. El
conjunto {Z(x)}, i =1, 2, ...., n de variables aleatorias en cada punto se llama funcién
aleatoria 0 proceso estocastico y el conjunto de realizaciones (datos) z(x) de cada
variable aleatoria Z(x;) es una realizacién del proceso estocastico y es llamada VR.

La geoestadistica es entonces el estudio de las funciones aleatorias aplicadas
a la descripcion de variables aleatorias distribuidas en el espacio. Su objetivo es
describir la funcion aleatoria.

El supuesto de que las variables aleatorias Z(x;) se encuentran correlacionadas
(autocorrelacion de las variables espaciales), dice que el valor en cada punto depende
del valor en otras localizaciones y admitimos que a mayor proximidad mayor
dependencia. Parece l6gico entonces construir una estadistica para pares de puntos
separados una distancia fija h (en modulo y direccién) que describa el comportamiento
de la VR segun la distancia entre pares de puntos.

5.3 LA FUNCION VARIOGRAMA

Esta estadistica se construye a partir de la funcion variograma que se define
como la varianza de los valores de la variable Z(x) para todos los pares de puntos
separados por una distancia (h):

Var{Z(x+h) — Z(x)} = E { [Z(x+h) - Z(x)]’} = 2y(h)

La funcion semivariograma ' queda definida por

Formula 1

v(h) = 1/2* E {[Z(x+h) - Z()]}

Se demuestra que la semivarianza de los incrementos Z(x+h) — Z(x) se
relaciona con la covarianza por medio de la siguiente relacion

y(h) = 1/2* E { [Z(x+h) - Z(x)]’} = C(0) - C(h)
siendo C(0) y C(h) las covarianzas para h =0 y h genérica.

A partir de la Formula 1 del semivariograma, el semivariograma experimental
se escribe como

y(h) = (U2N) * Z[Z(xi+h) — Z(x))]?

coni=1aN (nimero de pares de puntos separados por una distancia h).

1 . . . , . .
El prefiho “semi”, hace referencia al factor %. No obstante, a veces se hace uso del término variograma
en el entendido de que se refiere al semivariograma.



El variograma muestra entonces la media del grado de dependencia espacial y
para su construccion se calculan las diferencias cuadréaticas de los valores de todos
los puntos separados por una distancia h obteniendo el variograma experimental.
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Figura 1

Al variograma experimental (puntos de colores en la figura de abajo) hay que
ajustar un modelo tedrico (curva azul en la misma figura) que queda definido por los
pardmetros efecto pepita o nugget (C,), alcance o rango ay meseta C; = (C + Cy).
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Figura 2. Elaboracion propia

El efecto pepita (Co) es el valor del variograma para h = 0. Tedricamente debe
ser cero pero debido a errores de medida o ausencia de puntos separados a
distancias menores de una distancia minima, el variograma experimental no se anula.

El alcance es el valor de h = a, a partir del cual y(h) se vuelve estacionario (deja
de existir dependencia entre los valores de la variable).

La meseta (C;) es el valor maximo del semivariograma que indica la varianza
espacial total, y es la suma del efecto pepita mas la varianza espacial (C):

Ci-Co+C



El valor E = C, / C indica el grado de aleatoriedad que presentan los datos, que
se mide segun el siguiente criterio:

E < 0.15 indica aleatoriedad baja
0.15 £ E £0.30 indica aleatoriedad media
E > 0.30 indica aleatoriedad alta

Por su parte IED = C, / (C + Cp) es el Indice de Dependencia Espacial y nos
dice cual es la contribucién de la parte aleatoria de la dependencia espacial respecto
de la dependencia total. Cuanto menor sea el IDE, mayor es el grado de dependencia
espacial.

5.4 MODELOS TEORICOS DE VARIOGRAMA

La adopcibn de un modelo teb6rico que se ajuste lo mejor posible al
experimental, a llevado a la definicion de diversas funciones matematicas elegidas
segun la mayor o mejor semejanza con la distribucidbn de puntos del variograma
experimental.

El modelo tedrico de la figura 2 corresponde al modelo exponencial.

Algunos de los modelos teoricos son el esférico, gaussiano y exponencial (Figura 2.1).

z . Esferico

Exponencial

/ Gausiano

Lineal con meseta

Semi-yanograma

Disténcia h de.separacién entre pares de puntos
Figura 2.1: modelos teoricos de variogrma

Como el grado de dependencia espacial puede no ser igual en todas las
direcciones del espacio, antes de adoptar como valido un modelo tedrico debe
estudiarse la existencia 0 no de anisotropia. Para ello se adopta el variograma
correspondiente a la direccion de maxima variacion a la vez que se estudian intervalos
de tolerancia en las distancias h de separacion de los pares de puntos y angulares
para las direcciones de estudio.

La bondad del ajuste del modelo se realiza por el método de validacion cruzada
que permite compararlo con otros modelos de variograma a los efectos de adoptar el
de mejor ajuste con los datos.



Para la comparacion de modelos se pueden usar distintos estadisticos pero lo
mas comun es usar la suma de los errores cuadraticos (RSS), su media (RSS/n), o la
raiz cuadrada de ella (RMSE), Criterio de Informacion de Akaike (AIC).

5.4 PREDICCIONES (INTERPOLACION)

Una vez definido el modelo de variograma que mejor se ajuste a los datos, se
esta en condiciones de usar la herramienta del kriging para obtener predicciones en
puntos del espacio no muestreados.

El kriging, al igual que otros métodos, es una modalidad de estimacion por
regresion clasica cuya expresién matematica general puede expresarse de la siguiente
manera:

Z' (%) = MZ(Xa) + MZ(xs) + ... + MZ(x:)

* *
Z (Xo) = ZN*Z(x) 1=1,2,...,nsiendo Z el valor calculado en xo, punto donde
se realiza la prediccion y los x; los puntos vecinos en base a los cuales se realiza.

La comparacion gréfica entre estimador minimo cuadrético y kriging se
muestra en la siguiente gréfica.

Prediccion espacial por Krigeado,

o punto expenmental

imterpolador de kngeado  interpolador de minimos
cuadrados

Figura 3

Fuente: "Modelos geoestadisticos del precio de la vivienda: aproximacion
al conocimiento intraurbano de la ciudad de Madrid”™
Macnica Mavarrete Alvarez - Tesis Doctoral

El interpolador kriging calcula los pesos A; de tal manera que resulte un
estimador MELI (Mejor Estimador Lineal Insesgado).

Mejor — refiere a la condicion de que es un estimador de varianza minima
Lineal — que es combinacion lineal de los datos (Férmula 3)

Insesgado — media de los errores de estimacion igual a cero



Existen decenas de métodos de kriging pero en este trabajo nos interesa
mencionar solo dos.

Kriging puntual — se usa para el caso en que se deseen predicciones en
puntos

Kriging por bloques — se usa cuando se desean predicciones medias por
bloques de superficies

6 KRIGING CON VENTANAS MOVILES

Tanto el kriging como el inverso de la distancia ponderada trabajan con
subconjuntos de datos proximos al punto de interpolacion y en ese sentido son
métodos de estimacion locales, pero al trabajar con una sola funcion de estimacién
son métodos globales. Esto quiere decir que parten del supuesto de que la media y la
varianza espacial son estacionarias y por tanto suponen un comportamiento
homogéneo para toda la zona que se representa, en el caso del kriging, con la funcién
variograma.

Esto implica una limitacién del método porque en general, los fendmenos
espaciales no se comportan en forma homogénea sino que presentan variaciones
locales.

En el caso del kriging, esta limitacion se intenta superar usando ventanas
moviles que se definen para un determinado radio en torno al punto o bloque de
interpolacion (MWK — Windows Movile Kriging). El uso de ventanas moviles permite el
célculo de la prediccién en el centro de la ventana, lo que permite atender la estructura
de covarianza propia de los datos en la sub zona. Procediendo en forma iterativa
moviendo la ventana, se obtienen las predicciones totales para toda la zona.

Ventanas moviles en MWK

Figura 4: ventanas moviles para el calculo de la estructura local en seis subzonas,
Fuente: ver Figura 3

La misma limitacion se presenta cuando se hacen las predicciones en
base a un Unico variograma en toda la zona de estudio. Esto supone que las
relaciones espaciales de la variable son las mismas en toda la zona y aun cuando ella



se corrija contemplando la presencia de anisotropia, esta tampoco tiene porque ser
igual en todas las sub zonas.

Por este motivo, al MWK se agrega la estimacion de un modelo teérico de
variograma para cada ventana o vecindad de interpolacion dando origen a la técnica
del variograma geograficamente ponderado (GWYV).

7 EJEMPLO DE APLICACION

Este trabajo corresponde a la construccion de un MDE sobre un relevamiento
altimétrico para el estudio de escurrimiento de aguas en la ciudad de Melo, Uruguay
sobre la base de 1606 puntos. ?
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Figura 5: distribucion espacial de los datos

No se han comparado otros métodos de interpolacién con el kriging por ser un
objetivo mas ambicioso y porque ademas existen varios trabajos sobre el tema que
pueden consultarse.

7.1 ETAPAS DEL ANALISIS GEOESTADISTICO

La elaboracién del MDE es la Gltima etapa en un proceso geoestadistico que
previamente debe pasar por el andlisis exploratorio de los datos (AED), el analisis
estructural de la variable mediante el variograma y finalmente las predicciones.

7.1 ANALISIS EXPLORATORIO DE DATOS (AED)

La etapa del AED en la elaboracion de MDE, consiste en la aplicacion de las
herramientas estadisticas en el estudio de la funcién de distribucién de la variable y
deteccidn de posibles datos atipicos.

’Se agradece a los colegas Ing. Agrim. Marcelo Zanatta e Ing. Agrim. Rafael Roda el haber aportado la
muestra de datos. El vector de coordenadas responde a un sistema local.
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Figura 6: deteccion de posibles datos
atipicos o outliers

La Figura 6 muestra la ausencia de datos atipicos (puntos por encima y debajo
de las lineas horizontales) que puedan distorcionar las predicciones de interpolacion.

7.2 ANALISIS ESTRUCTURAL

Esta etapa corresponde al calculo del variograma experimental segin Férmula
2, para luego ajustar un modelo tedrico.

En esta aplicacion se usoO el software VESPER que permite el kriging con
ventanas moviles (MWK) con variograma global y local (GWYV).

Se ajustaron los modelos esferico, exponencial, gausiano y lineal con meseta,
que fueron evaluados con los estadisticos RMSE (raiz cuadrada de la media de los
errores cuadraticos) y AIC (Criterio de Informacion Akaike) arrojando los resultados de
la Tabla 2. 3

ITERACIONES RMSE

Esferico 200 12.41
Exponencial 200 13.41
Gaussiano 11 2.69
Lineal con sill 200 12.45

Tabla 2: evaluacion de modelos tedricos de variograma

El criterio de seleccion es el de menor RMSE. En el caso, se elige el modelo
gaussiano por presentar un valor notoriamente menor de RMSE.

La figura 8 muestra el variograma experimental calculado y el variograma
tedrico ajustado (modelo gaussiano, de acuerdo a los resultados de la Tabla 2) y sus
correspondiente parametros:

® La columna ITERACIONES, representa el nimero de evaluaciones que realiza el software
para ajustar el mejor conjunto de parametros del modelo
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Figura 8: los circulos indican el variograma
experimental; la linea azul el variograma tedrico
la barra de colores el nimero de pares de
puntos usados para cada distancia h

De los pardmetros del modelo gaussiano de variograma, se desprende que el
IDE es igual a 0.05, muy proximo a cero, valor indicativo de alta dependencia espacial
en los valores de la variable Z. Ello es facilment advertido en el grafico del variograma
con inicio muy préximo al cero de las ordenadas.

7.3 INTERPOLACION Y EVALUACION DE RESULTADOS - Pred iccion de
valores

Luego del ajuste del variograma tedrico, corresponde la prediccion de valores
con el método de kriging.

El software VESPER permite la interpolacion por kriging puntual (KP) y por
bloques (KB), con variograma global (VG) o local (VL). Debido a que el uso de
variogramas locales requiere mucha densidad de puntos, solo se uso la modalidad de
variograma global ya que la muestra presenta amplias zonas sin datos. *

En la Tabla 3a se comparan los resultados del kriging por blogue y por puntos,
segun intervalo de confianza para la media de las predicciones al 95%, mostrando
mejor predicciones para el modelo de variograma global con kriging puntual.

VARIOGRAMA GAUSSIANO
Kriging Bloque Puntual
IC para la media de i | s i | L
las predicciones media = 125.7 Media = 125.77
al 95% 12537 | 12603 | 12532 | 1254
Direrencia % con la media 0.3% 0.04%
Tabla 3a

* La modalidad de variogramas locales implica que se calcula un variograma para cada ventana
movil de kriging, a los efectos de respetar las particularidades de la estructura espacial local.
Por su parte, el kriging puntual hace predicciones en cada punto y es mas apropiado para MDE
ya que el kriging por bloques calcula un valor de interpolacion como media de los valores de un
bloque predefinido dentro de la ventana mavil del kriging.
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Se elige como método de interpolacion el kriging puntual.

En la Tabla 3b se muestra que para la interpolacion kriging puntual, el 90.1%
de las predicciones (126341 de 140229) tienen intervalo de confianza al 95% con
desvio promedio respecto de la media de 0.48% (todas las predicciones con diferencia
menor a 0.96%).

intervalo punto medio frecuencia rel acum,

< 0.96316 0.48158 126341 90.10% 90.10%

Tabla 3b: desvios en % respecto de la media

7.4 ELABORACION DE MAPAS

Hasta ahora se han realizado diversos estudios previos a la generacion de
mapas, que son imprescindibes, como el andlisis exploratorio de los datos, generacion
del variograma experimental, ajuste del variograma tedrico y testeo de los diversos
modelos de variogramas globales y locales conjuntamente con métodos de kriging por
bloques y puntual.

Debe tenerse en cuenta que el mapeo de los resultados, no es mas que un
recurso que facilita la interpretacion visual de los resultados.

El punto central de toda interpolacion, debe ser el estudio estadistico de las
predicciones a los efectos de elegir el modelo que mejor ajusta a la realidad.

En lo que sigue se presenta el mapeo de los valores interpolados y de sus
correspondientes desviacidénes estandard.
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Figura 9: maya de prediccén de valores Z
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Figura 12: MDE de deswviaciones estandard
de la predicciones

14

0.7
065
0.6
0.55
0.5

045

0.4

—0.35
— 0.3
— .25
— 0.2

—0.15




15

La elaboracion de mapas permite visualizar claramente las ventajas de los
modelos geoestadisticos en cuanto a la posibilidad de interpretacion de las
limitaciones del modelo.

Tanto en las Figura 10 como en la 12, se puede apreciar el mejor o peor ajuste del
modelo a los datos, viendo la variacion de los valores de desviacion estandar en cada
punto de la superficie.

En cualquiera de los dos mapas citados, es notorio el aumento de los valores
de desviacion estandar en su zona central, En la figura 10 se presenta una zona de
color mas oscuro que el resto, correspondiendo a valores elevados de desviacion
estandar. El hecho de que los puntos de la muestra se ubiquen en zonas del color mas
claro, es indicativo de un buen ajuste del modelo a los datos (Ver Tabla 3b).

En la figura 12 y en la misma zona central, existe una notoria elevacion. también
indicativa de valores altos de desviacion estandar. Este mapa permite apreciar en
forma muy intuitiva el efecto de la ausencia de valores sobre las predicciones.

Ningun otro interpolador detecta este efecto y las consecuencias negativas de
la ausencia de datos se traslada a las predicciones.

8 CONCLUSIONES

Del presente trabajo se desprende la conveniencia de elaborar MDE en base al
interpolador geoestadistico de kriging, ya que provee herramientas para evaluar los
valores de prediccion. A pesar de su complejidad, y de predicciones similares de otros
interpoladores en ciertos casos, el kriging teine la ventaja de proporcionar una
estimacion del error en cada prediccién.

Esto, ademés de sus ventajas teoricas, tiene implicancia practica, ya que
permite rever la etapa de recoleccién de datos o de procesado de los mismos, en la
medida que los errores pronosticados no sean adecuados con la utilizacion concreta
del MDE.
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